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Kristallographie in R~iumen beliebiger Dimensionszahl. I. Die Symmetrieoperationen 

V0N CARL HERMA_~N 

Kristallogralghisches Insti tut  der Universitgt Marburg/Lahn, Hessen, Deutschland 

(Eingegangen am 10 November 1948) 

The symmetry operations occurring in lattices of n dimensions are listed. A symmetry operation 
is determined by the characteristic values S~ of its secular equation. I f  all S~ are algebraically 
conjugated, the symmetry operation is transitive. A transitive symmetry operation of multi- 
plicity m can occur only in a space of n = ¢(m) dimensions, where ¢(m) is Euler's function denoting 
the number of co-prime residue classes of m. Intransitive symmetry operations have several 
classes of mutual ly conjugated S~. Each class represents a partial multiplicity m k and transforms 
a partial space of nk--¢(mk) dimensions in itself. The total multiplicity of an intransitive 
symmetry operation is the least common multiple of its partial multiplicities, its total number 
of dimensions n is the sum of all nk. 

A symmetry operation is called a rotation or reflexion according to whether the partial multi- 
plicity 2 occurs an even or odd. number of times. The number of degrees of freedom is given by 
the number of partial multiplicities 1 ; it is equal to the number of dimensions of the subspace 
transformed in itself. The same number also determines the number of possible glide com- 
ponents, i.e. rational fractions of the translations in invariant directions with the multiplicity 
of the symmetry operation as denominator. 

Das Grundproblem der geometrischen Kristal lographie 
in n Dimensionen l~sst sich so formulieren: 

Gegeben seien n linear unabh~ngige Vektoren, die 
ein Translationsgit ter  aufspannen.  Gesucht sind alle 
Symmetr iegruppen,  die dieses Gitter in sich fiber- 
ffihren. 

Im ersten Teil dieser Untersuchungen soUen nur  die 
cyklischen Gruppen gefunden werden, die dies leisten, 
die sog. Symmetrieelemente.  Der Zusammenbau  sol- 
cher Symmetr ieelemente  zu Punkt-  und Raumgruppen  
und die Metrik der zugehSrigen Translationsgit ter  
bleiben sp£teren VerSffentlichungen vorbehalten. 

1. D a s  n - d i m e n s i o n a l e  Gi t t er  

Ein Punk t  im n-dimensionalen Raume wird eindeutig 
beschrieben mit  Hilfe von n Grundvektoren 

al ,  a2, a3, . . . ,  a n 
und n Koordinaten 

xl, x2, ..., xn, 

die beliebige Zahlwerte annehmen kSnnen. Der Vektor 
vom Nul lpunkt  zum Punkte  x (kurz 'der  Vektor x')  
wird gegeben dureh die Linearform 

E xk a1~. (1) 
k 

Eine Metrik wird in diesem R a u m  definiert durch 
Angabe numerischer Werte  ffir die n Vektorquadrate 

a~ und ftir die ( n ;  1) Produkte  aiak. Die L~nge des 

Vektors x ist dann gleich der Quadratwurzel aus der 
quadrat ischen Form 

~ x i x k a i a k ,  (2) 
ik 

die posi t iv definiert sein muss. 

Die Gesamthei t  der Punkte  mi t  ganzzahligen Ko- 
ordinaten xi heisst das yon den Vektoren ai aufge- 
spannte  Translationsgitter.  Zwei Translat ionsgit ter  
sind identisch, wenn zwischen ihren Grundvektoron 
ai und b i eine umkehrbare  lineare Transformation 
besteht  

b i -~S i l cak ,  (3) 
k 

durch welche jedem Git terpunkt  in den ai ein solcher 
in den bi  zugeordnet ist und umgekehrt .  Notwendig 
und hinreichend dafiir  ist, wie m a n  sich leicht fiber- 
zeugt, dass die Transformat ionskomponenten s~l: ganz- 
zahlig sind und die Determinante  I sik I = +_ 1 ist. 

Bleibt iiberdies bei einer ganzzahligen Transforma- 
tion (sik) die Metrik der Grundvektoren erhalten, d.h. 
gilt allgemein 

b~-- a i ~ und  b ibk  = aiak, (4) 

so heisst (sik) eine kristallographische Symmetrie-  
operation. Durch eine Symmetr ieoperat ion geht jeder 
Gittervektor in einen solchen gleicher L~nge fiber. Da 
die quadratisehe Form (2) bei ganzzahligen Koordi- 
na ten  xi einen gegebenen Wert  nur  endlich oft anneh- 
men kann,  so kSnnen bei wiederholter Anwendung 
einer Symmetr ieoperat ion hSchstens so viele neue 
Systeme yon Grundvektoren bi, ci, ... ents tehen als 
Permutat ionen zwischen den ai und den ihnen l~ngen- 
gleichen Vektoren mSglich sind. Nach einer endlichen 
Anzahl m von Wiederholungen muss das ursprfing- 
liehe System der ai wieder hergestellt sein. Man nennt  
m die Z~hligkeit der Symmetr ieoperat ion und fasst 
die Symmetr ieoperat ion mi t  ihren Wiederholungen, die 
auch Potenzen genannt  werden, zu einem Symmetrie-  
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element zusammen.  Die Tatsache, dass nach m- 
maliger Anwendung der Symmetrieoperat ion der Aus- 
gangszustand wieder erreieht wird, schreibt m a n  
symbolisch in der Form 

(s,~)m=l. i5) 

2. Transitive Symmetrieoperationen und ihre 
Z~aligkeiten 

Wit  fragen zun~ehst:  Welehe Z~hligkeiten sind bei 
gegebener DimensionszaM n mSglieh ? 

Die Antwort  wird erleichtert durch eine Transforma- 
tion der quadrat isehen Matrix (si~) auf  Diagonalform. 
Wir  suchen daher im System der Grundvektoren a~ 
solche Vektoren A~, 

A~ = ~ a ~ a k ,  (6) 
k 

die dutch die Symmetr ieoperat ion (si~) keine Rich- 
tungsi~nderung erleiden, sondern nur  einen Zahlen- 
faktor S~ erhalten:  

B ~ = ~ ] a ~ k b ~ = S ~ A  ~. (7) 
k 

Von den Koeffizienten a ~  und  S~ wird man  im Allge- 
m e i n e n  nieht  verlangen diirfen, dass sie reell sind. 
Dagegen erkennt  m a n  aus der Forderung einer endliehen 
Z~hligkeit, dass die S~ Einheitswurzeln e 2"il/m sein 
mfissen mi t  teilerfremden ganzen Zahlen I und  m. 

Driickt m a n  in (7) bk naeh (3) und A~ nach (6) dutch 
ak aus, so erhalt  man:  

Z%~ s~k ak = ZS~%~ ak. (8) 
ik k 

W e g e n  der  Eindeut igkei t  der I)arstellung eines 
Punktes  aus den Vektoren ak kann  diese Gleichung nur  
gelten, wenn die Koeffizienten jedes einzelnen ag auf  
beiden Seiten der Gleichung i ibereinst immen. Somit 
gilt fiir jedes k: 

E a r l (  sik - 5'~fl~:) = 0 (9) 
i 

(3~k=l fiir i = k ,  0 fiir i~=k). 
Das sind, bei festgehaltenem p, n homogene lineare 

Gleiehungen fiir die n GrSssen av~, die nur  15sbar sind, 
wenn die Determinante  versehwindet.  S~ muss somit 
die ' Sakulargleiehung'  erftillen: 

] s i ~ - S ~ 3 i ~  I=0.  (10) 

Das ist eine algebraisehe Gleiehung n-ten Grades mi t  
ganzzahligen reellen Koefllzienten und dem Koeffi- 
zienten + 1 bei der hSehsten Potenz S;. Fiir  solehe 
Gleiehungen gilt der Satz, dass zugleich mi t  einer 
algebraisehen Zahl aueh alle algebraiseh konjugierten 
Zahlen als Wurzeln auftreten miissen. Im  Bereich der 
Einheitswurzeln sind die Systeme konjugierter Zahlen 
besonders tibersiehtlieh: Zu einer pr imit iven m-ten 
EinheRswurzel sind alle tibrigen pr imit iven m-t~n Ein- 
heitswurzeln und nur  diese konjugiert. Dami t  eine 
primit ive m-te Einheitswurzel als LSsung auftreten 
kann,  muss somit der Grad der Gleiehung, d.h. die 
Dimensionszahl n, mindestens so hoeh sein als es 
pr imit ive m-te Einheitswurzeln gibt, oder, was dasselbe 

ist, als die Zahl  m teflerfremde Restk]assen hat.  Ffir  
diese Anzahl  wird in der Zaklentheorie das Symbol  
¢(m) gebraucht.  

Eine  Symmetrieoperation,  die nur  eine einzige Klasse  
yon konjugierten Wurzeln hat, heisst transitiv.* Es gilt 
somit der Satz: 

Eine  transitive Symmetrieoperation der Z~ihligkeit m 
ist n u t  darstellbar im  R a u m  yon n = ¢(m) Dimensionen.  

Ffir die zahlentheoretisehe Funkt ion  ¢(m) gibt  es 
eine einfac'he Darstellung, die sieh an die Primzahl-  
zerlegung yon m anschliesst. Es sei 

m = p , q ~ r p  ...  (11a) 

(p, q, r Primzahlen,  n, K, p beliebige ganze Zahlen). 
Dann  ist 

¢ ( m ) = ( p - 1 ) p ' - l ( q - 1 ) q ~ - l ( r - 1 ) r p - 1 . . .  (11b) 

Diese Form zeigt, dass alle ¢(m) gerade Zahlen sind 
mi t  alleiniger Ausnahme der Zahl 1, die als ¢(1) und  
¢(2) vorkommt.  In  Ri~umen yon ungerader Dimen- 
sionszahl n >__ 3 treten daher keine t ransi t iven kristallo- 
graphischen Symmetr ieoperat ionen auf. Aueh einige 
gerade Zahlen lassen sieh nicht  als ¢-]~hmktionen an- 
derer Zahlen schreiben. Die ldeinste solche Zahl ist  14. 

Um alle t ransi t iven Symmetr ieoperat ionen zu iiber- 
blicken, die in n Dimensionen mSglich sind, ha t  m a n  
nur  die ZerlegungsmSglichkeiten yon n in der Form 
( l lb)  aufzusuchen. Z.B. 

n = 2 = (3 - 1) ftihrt auf  m = 3 
= (3 - -1 )  (2--1) ,, m = 6  
=(2- -1 )  2 ,, m = 4  (12a) 

n = 4 = (5 -- 1) f i ihrt  auf  m = 5 
= ( 5 -  l) ( 2 - 1 )  ,, m =  10 
=(3- -1 )  (2--1) 2 ,, m = 1 2  
= ( 2 - 1 )  22 , ,  m = 8  (12b) 

n = 6 = (7 - 1) ftihrt auf  m = 7 
=(7 - -1 )  ( 2 - 1 )  ,, m = 1 4  
=(3 - -1 )  3 ,, m = 9  
=(3- -1 )  3 (2--1) ,, m = 1 8  (12c) 

Ebenso finder m a n  fiir n =  8 die m-Werte 15, 16, 20, 24 
und  30; fiir n = 1 0 :  m = l l  und 22; ffir n = 1 2 :  m = 1 3 ,  
21, 26, 28, 36 und  42; u.s.w. 

Als Beispiele ftir diese Gesetzm~ssigkeit seien fiir 
einige dieser Symmetr ieoperat ionen (si~)-Matrizen in 
der entsprechenden Dimensionszahl angegeben (Tabelle 
1). Es handel t  sich hier nur  um typische Darstellungen, 

* Die bier gebrauchten Bezeichnungen 'transitiv' mad 'in- 
transitiv' decken sich nicht vSllig mit dem gruppentheore- 
tischen Spraehgebrauch. Dort beziehen sie sieh auf bestlmmte 
permutative oder monomiale Darstellungen der Symmetrie- 
operation, nieht auf diese selbst. Am n~chsten wiirde dem hier 
benStigten Begriff die Bezeichnung 'irredueibel und redueibel' 
kommen, doch wiirde es eigentiimlich aussehen, wenn man eine 
Symmetrieoperation als irredueibel bezeielmete, nachdem man 
sie gerade auf Diagonalform reduciert hat. Die vollst~ndigste 
Bezeiehnung w~re 'irreducibel im Bereich der ganzen rational- 
en Zahlen' oder kfirzer 'kristallographiseh irredueibel'. Im 
~Iinbliek auf die sp~teren Arbeiten dieser l~eihe, die vorwie- 
gend monomiale DarsteUungen gebrauehen werden, habe ich 
reich schon hier ftir die dort angemessene Bezeiclmung 'tran- 
sitiv und intransitiv' entsehieden. 
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die durch A_nderung des Grundvektorensystems man- 
nigfaehe andere Formen annehmen k6nnen. 

Tabelle 1. (s ik)-Matrizen von transi t iven 
Symmetr ieopera t ionen  

n=2; m=3: 0 1 m=4: 0 i m=6: 0 i  
i i 1 0 1 1 (laa) 

n = 4 ; m = 5 :  0 1 0 0  m = 8 : 0 1 0 0  m = 1 2 : 0 0 0 1  
OOlO 0 0 1 0  0 0 i i  
0001  0001  o i o o  
[ 1 1 1  i o o o  1100  (13b) 

n = 6 ; m = 7 : 0 1 0 0 0 0  m = 9 : 0 0 1 0 0 0  
0 0 1 0 0 0  0 0 0 1 0 0  
O 0 0 1 0 0  0 0 0 0 1 0  
0 0 0 0 1 0  0 0 0 0 0 1  
0 0 0 0 0 1  0 1 0 0 0 0  
i i i i i i i i 0 0 0 0  (13c) 

Dass es sich bei diesen Matrizen wirklich um tran- 
sitive Symmetrieoperationen der geforderten Z~hlig- 
keit handelt, l~sst sich auf doppelte Art best~tigen" 
Entweder durch Iterierung der Operationen mit Hilfe 
der bekannten Matrizenmultiplikation bis zur Er- 
reichung der Identit~t, sik = 3ik; oder durch Aufstellung 
und L6sung der S£kulargleiehung (10). Die Berech- 
nung der auftretenden Determinanten ist wegen der 
zahlreichen Nullstellen nicht schwierig. 

3. Intransitive S y m m e t r i e o p e r a t i o n e n  

Wenn die S/~kulargleichung (10) Wurzeln S ~ = e  e'il/m 
mit verschiedenen Nennern m hat, oder wenn einige 
ihrer Wurzeln mehrfach vorkommen, so heisst die 
Symmetrieoperationen intransitiv. Es ist dann durch 
geeignete Wahl der Grundvektoren ai immer m6glich, 
die Matrix (sik) so zu sehreiben, dass nut  gewisse 
Klassen der ai in sich transformiert werden, aber nicht 
die Grundvektoren einer Klasse mit denen einer an- 
deren. Die Matrix (si~) setzt sich dann aus quadra- 
tischen Teilmatrizen yon n 1, n~ ... Dimensionen zusam- 
men, die liings der Hauptdiagonale aneinandergereiht 
sind, w/£hrend alle sik ausserhalb dieser Kette  yon 
Teflmatrizen Null sind. Ffir die Z/ihligkeiten m~, 
me, ... dieser Teilmatrizen gelten die gleichen Uber- 
legungen wie f4ir die transitiven Symmetrieopera- 
tionen. Sie heissen Teilz/ihligkeiten der intransitiven 
Symmetrieoperationen. Die Gesamtz/~hligkeit der 
intransitiven Symmetrieoperationen ist, wie man sich 
leicht fiberzeug% das kleinste gemeinsame Vielfache 
aller Teilz/~hligkeiten. Die gesamte Dimensionszahl 
ist n = n~ + n e -1- .... 

Der intransitive Charakter einer Symmetrieopera- 
tion ist nicht immer leicht zu erkennen. So hat  die 
Transformationsmatrix der dreizithligen Achse in drei 
Dimensionen, bezogen auf rhomboedrische Grund- 
vektoren das Aussehen: 

0 1 0  
0 0 1  
1 0 0 (14) 

Durch Aufstellen der S~kulargleichung, 
3 _ (15) 1 - - S ~ - - 0 ,  

finder man die Werte 
S 1 = e2,i/8, S e = e -2"i/3, S 3 = 1, 

d.h. eine Teilzi~hligkeit 3 in zwei Dimensionen und 
eine Teilz~hligkeit 1 in einer Dimension. In der 
Matrix kann man diese Intransit ivit~t zum Ausdruck 
bringen durch Transformation auf hexagonale Achsen- 
vektoren: d 1-- a l -  a 2; d~ = a 2 -  a a; d a-- a~ + a 2 + a3, 
womit die Matrix fibergeht in 

0 1 0  
1 1 0  
O0 1 (16) 

mit klarer Trennung des dritten Grundvektors d a yon 
d 1 und d 2. Die Teilz/~hligkeiten dieser Symmetrie- 
operation sind 3 und 1, die Gesamtz/~hligkeit somit 3. 

Wit bezeichnen im Folgenden transitive Symmetrie- 
operationen einfach durch Angabe ihrer Z/ihligkeit, 
also 3, 4, 6, 5, 8 u.s.w., wobei sich die zugeh6rige Dimen- 
sionszahl als ¢(m) bestimmt. Intransitive Symmetrie- 
operationen werden durch Aneinanderreihen ihrer Teil- 
z/~hligkeiten geschrieben, z.B. die eben beschriebene 
dreiz/~hlige Drehung durch 31 oder 13. Um Verwechs- 
lungen vorzubeugen bei Z/~hligkeiten, die in decimaler 
Schreibweise mehrere Ziffern ben6tigen, empfiehlt es 
sieh, ffir die h/iufigsten solchen Z/ihligkeiten einstellige 
Symbole zu schaffen, etwa zu schreiben X ffir 10, 
T ffir 12, V ffir 14, A ffir 18, F flit 15, S fiir 16, Q ffir 20, 
P ffir 24, D ffir 30. (17) 

Braucht man weitere Ziihligkeiten, was erst bei 10 
und mehr Dimensionen n6tig wird, so ist es besser, die 
ganze Zahl in decimaler :Form zu schreiben und in 
einen Kreis einzuschliessen, @, @ u.s.w. 

Als Beispiele ffir diese Schreibweise sollen die 
Symmetrieoperationen in zwei, drei und vier Dimen- 
sionen angegeben werden: 

n = 2 "  11 (Identit/it), 21 (Spiegellinie), 22 (zweiziihlige 
Drehung) 3, 4, 6 (drei-, vier-, sechsz/~hlige Dre- 
hung). (18a) 

n = 3 (Zu jeder Symmetrieoperation in unserer Sehreib- 
weise ist das Hermann-Mauguin-Symbol in 
Klammern hinzugeffigt): 111 (1), 211 (m), 
221 (2), 222 (i), 31 (3), 41 (4), 61 (6), 32 (6), 
42 (4), 62 (5). (185) 

n = 4 "  1111, 2111, 2211, 2221, 2222; 311,321,322, 411, 
421, 422, 611, 621, 622; 33, 43, 44, 63, 64, 66; 
5, 8, X, T. (18c) 

Die Ziihligkeiten der vierdimensionalen Symmetrie- 
operationen (19c) sind nach der Regel fiber die Gesamt- 
z~hligkeit die folgenden: 

m = l  ffir 1111 
m = 2  ffir 2111, 2211, 2221, 2222 
m = 3  ffir 311, 33 
m = 4  ffir 411,421,422,  44 
m = 5  ffir5 
m = 6  fiir 321,322, 611,621,622, 63, 66 
m = 8  ffir8 
m = 1 0  f f i rX 
m--12 fiir 43, 64, T. (19) 



142  K R I S T A L L O G R A P H I E  I N  RA, UIVIEN B E L I E B I G E R  D I M E N S I O N S Z A H L .  I 

Zur besseren Anschaulichkeit folgen typische (si~)'- 
Matrizen fiir einige der hier genarmten intransitiven 
Symmetrieoperationen (Tabelle 2). 

Tabelle 2. (sit,)-Matrizen fiir einige intransitive 
Symmetrieoperationen 

2211: 

321 : 

i 0 0 0  odor i 0 0 0  oder 0 1 0 0  oder 0 0 0 1  
0 i 0 0  0 1 0 0  1 0 0 0  0 0 1 0  
0 0 1 0  0 0 0 1  0 0 0 1  0 1 0 0  " 
0 0 0 1  0 0 1 0  0 0 1 0  1 0 0 0  

421 : 

0 1 0 0  o ~ r  0 1 0 0  
i i 0 0  0010  
0 0 i 0  1000 
OOOl O00i  

0 i 0 0  oder 0 i 0 0  odor 0 1 0 0  oder 0 0 0 1  
1 0 0 0  1 0 0 0  0 0 1 0  0 0 1 0  
0 0 i 0  0 0 0 1  0 0 0 1  0 1 0 0  
0 0 0 1  0 0 1 0  1 0 0 0  i 0 0 0  

4 4 : 0 1 0 0  4 3 : 0 i 0 0  6 4 : 0 i 0 0  u.s.w. 
1 0 0 0  1 0 0 0  1 1 0 0  
0 0 0 i  0 0 0 1  0 0 0 i  
0 0 1 0  0 0 i i  0 0 1 0  

Wo verschiedene Formen der Matrizen angegeben 
sind, bezieht sich die erste auf solche Grundvektoren, 
in denen die Teilz~hligkeiten klar erkennbar sind. Sie 
ist, wie man sagt, 'vollsti~ndig reduziert'. Die anderen 
Former, beziehen sieh auf Grundvektoren, die bei 
kristallographischen Problemen ebenfalls hiiufig auf- 
treten. 

Zur besseren Vertrautheit mit den Symmetrie- 
operationen ist es ntitzlich, sich klarzumachen, welche 
Symmetrieoperationen durch wiederholte Anwendung 
(Potenzierung) einer Symmetrieoperation entstehen. 
In Tabelle 3 ist dies fiir die Symmetrieoperationen in 
zwei, drei und vier Dimensionen durchgefiihrt. Der 
einfaehste Weg zur Herstellung einer solehen Tabelle 
besteht in der Potenzierung der S~-Werte. 

Die Ubersicht fiber die Symmetrieoperationen in 
hSheren Dimensionen bietet keine prinzipiell neuen 
Sehwierigkeiten. Zur bequemeren Ubersieht ist es 
niitzlieh, den Begriff der Intransitivitditstypen einzu- 
ffihren. Darunter soll die Aufteilung der gesamten 
Dimensionszahl in die Dimensionen der Teilri~ume ver- 
standen werden. Maeht man sieh klar, class ftir jeden 
Teilraum yon einer Dimension die Teilz/~hligkeiten i und 
2 zur Verfiigung stehen, ftir zwei Dimensionen die 
Teilz/~hligkeiten 3, 4, 6, fiir vier Dimensionen 5, 8, X, 
T, ftir sechs Dimensionen 7, 9, V, A, und fiir acht 
Dimensionen F, S, Q, P, D, u.s.w, so ist es leicht, die 
Symmetrieoperationen jedes Typs abzuz/~hlen. So 
erhalt man: 

In 5 Dimensionen: (20a) 

Typ 1 + 1 + 1 + 1 + 1  
T y p 2 + 1 + 1 + 1  
Typ 2 + 2 + 1  
Typ 4 + 1  
zuso~In.I]~en 

6 Symmetriooperationon; 
12 Symmetrieoporationon; 
12 Symmotrieoperationon; 

8 Sylmnetrieoperationen; 
38 Sylmnetrieoperationen. 

In 6 Dimensionen" 
Ty-p 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1  
T y p 2 + 1 + 1 + 1 + 1  
T y p 2 + 2 + 1 + 1  
Typ 4 + 1 + 1  
Typ 2 + 2 + 2  
Typ 4 + 2  
dazu 

ZUSSJI I ImoII  

In 8 Dimensionen: 

(20b) 
7 Symmotrieoperationen; 

15 Symmetrieoperationen; 
18 Symmetrieoporationon; 
12 Syrmne~rieoperationen; 
10 Symmetriooporationen; 
12 Syrnmetrieoporationen; 
4 transitive Symmetrieopera- 

tionon vom Typ 6; 
78 Symmotriooperationon. 

Typ 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1  
Typ 2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1  
Typ 2 + 2 + 1 + 1 + 1 + 1  
Typ 2 + 2 + 2 + 1 + 1  
Typ 2 + 2 + 2 + 2  
Typ 4 + 1 + 1 + 1 + 1  
Typ 4 + 2 + 1 + 1  
Typ 4 + 2 + 2  
Typ 4 + 4  
Typ 6 + 1 + 1  
Typ 6 + 2  
dazu 

zusannnen 

(20c) 
9 Symmetrieoperationon; 

21 Symmotrieoporationon; 
30 Symmetrieoporationen; 
30 Sy,nmetrieoperationon; 
15 Symmetriooperationen; 
20 Symmetrieoporationon; 
36 Symmotrieoperationon; 
24 Sylrmaetrieoperutionon; 
10 Sylnmetriooperationen: 
12 Symanetrieoperationen; 
12 Sylmnotrieoperationen; 
5 transitive Symmetrio- 

operationen; 
224 Symme~rieoporationen; 

U.S.Wo 

In (20) erkennt man, dass in vier Dimensionen die 
Z/~hligkeit 12 nicht nu r in  der transitiven Symmetrie- 
operationen T vorkommt, sondern auch in den in- 
transitiven Symmetrieoperationen 34 und 64. In  sechs 
Dimensionen wiirde man sogar intransitive Z/~hlig- 
keiten finden, die transitiv erst in acht Dimensionen 
auftreten k6nnen, n/imlieh 15 in der Symmetrie- 
operation 53; 20 in 54 und X 4; 24 in 83 und 86; 30 in 
56, X 3 und X 6. 

Fiir die meisten h6heren Z/~hligkeiten gilt das 
gleiche. Sie treten oft schon in intransitiver Form bei 
geringerer Dimensionszahl auf als in transitiver. 

Die einzigen Zghligkeiten, fiir die dies nicht vor- 
kommt, haben die Form 

m = p ' ,  m = 2 p  ~, oder m=12.  (21) 

Beweis: Die Primzahlzerlegung von m sei 

m =p'q~:rP .... 

Dann ist die Dimensionszahl der transitiven Darstel- 
lung 

ntrans. = ¢(m) = (p-- 1) p,-1 (q_ 1) qK-1 (r-- 1)  TP - 1  . . . .  

(22) 

Eine intransitive Darstellung der gleichen Z£hligkeit 
l~s t  sich aufbauen aus Teflz£hligkeiten, yon denen 
wenigstens eine den Faktor p" haben muss, eine q~, 
wiederum eine rp u.s.w. Gr6sste Sparsamkeit in der 
Dimensionszahl ist offenbar dann zu erreichen, wenn 
jede Teilziihligkeit nur eine Primzahlpotenz in der 
richtigen H6he enthglt. Die Dimensionszahl der in- 
transitiven Symmetrieoperationen ist dann 

nintr.min. = (p _ 1)p,-1 + (q - 1) q ~-1 + ( r - -  l )  rp-1 + . . . .  (23) 

Es ist daher zu untersuchen, in welchen F/illen eine 
Summe gleich odor gr6sser ist als das Produkt ihrer 
Summanden. 
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Tabelle 3. Symmetrieoperationen die durch Potenzierung einer Symmetrieoperation entstehen 

Dim. Po t e nz  

2 1 
2 
3 
4 
5 
6 

3 1 
2 
3 
4 
5 
6 

4 1 
2 
3 
4 
5 

4 1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 

11 21 
11 

S y m m e t r i e o p e r a t i o n e n  

22 3 4 6 
11 3 22 3 

11 4 22 
11 3 

6 
11 

111 211 221 
111 111 

1111 2111 2211 2221 222~ 
1111 l l l l  l l l l  1111 

222 31 32 
111 31 31 

111 112 
31 
32 

111 

311 33 411 
311 33 2211 

l l l l  l l l l  411 
1111 

41 
221 

41 
111 

321 322 611 621 622 63 
311 311 311 311 311 33 

1121 1122 2211 2221 2222 221I 
311 311 311 311 311 33 
321 322 611 621 622 63 

1111 l l l l  1111 1111 1111 1111 

42 "61  62 
221 31 31 

42 221 222 
111 31 31 

61 62 
111 l l l  

421 422 44 5 
2211 2211 2222 5 

421 422 44 5 
l l l l  l l l l  l l l l  5 

1111 

66 8 X 
33 44 5 

2222 8 X 
33 2222 5 
66 8 2222 

l l l l  44 5 
8 X 

l l l l  5 
X 

1111 

43 64 T 
223 322 66 
411 224 44 
113 311 33 

43 64 T 
2211 1122 2222 

43 64 T 
113 311 33 
411 224 44 
223 322 66 

43 64 T 
1111 l l l l  1111 

Offenbar besteht kein Untersehied zwisehen Summe 
und Produkt, wenn nur ein Term vorhanden ist, d.h. 
wenn m eine Primzahlpotenz ist. I-Iier gibt es kein 
nin~r" _--< ntrans. .  

Auch im Falle einer doppelten Primzahlpotenz kann 
durch intransitive Darstellung keine Dimensionen ge- 
spart werden, da der Teilz~hligkeit 2 nur eine Dimen- 
sion entspricht und n +  1 > n .  1 ist, die intransitive 
Darstellung also sogar eine Dimension mehr bean- 
sprucht als die transitive. 

Hat  in (22) und (23) kein Term den Wert 1, so ist die 
einzige ganzzahlige LSsung der Ungleichung 

nl + n2 >-_ nl n~. 

das Wertepaar n1=2, n2=2. Die einzigen Primzahl- 
potenzen, die als Teilz~hligkeiten in zwei Dimensionen 
in Frage kommen, sind aber 3 und 4. Daher ist auch 

" ffir 3.4= 12 keine intransitive Darstellung yon gerin- 
gerer Dimensionszahl mSglieh als die transitive. 

In allen anderen F~llen ist unter den Termen (23) 
mindestens einer > 4 und einer > 2, und ihre Summe 

rain. (nintr .)  ist kleiner als ihr Produkt (ntrans.) .  

4. Drehungen und Spiegelungen 
Die Eigenwerte der S£kulargleichung (10) sind kon- 
jugierte Einheitswurzeln. Zu jeder Wurzel e iw muss eine 
zweite e -iw vorkommen. Das Produkt aller komplexen 
Wurzeln ist daher 1. Ausser komplexen Wurzeln kann 
die Gleichung (10) noch die Wurzeln + 1 und - 1 haben. 
Jede Wurzel + 1 entspricht einer Teilz~hligkeit 1, jede 
- 1 einer Teilz/~hligkeit 2. Das Produkt aller Wurzeln 

ist daher + 1 oder - 1 ,  jenachdem die Teilz~hligkeit 2 
in gerader oder ungerader Anzahl vorhanden ist. 

Das Produkt  aller Wurzeln der S~kulargleichung ist 
aber gleich der Determinante der sik. Das Vorzeichen 
dieses Produktes bestimmt somit, ob das System der 
Vektoren b i sich durch eine einfache Bewegung mit 
den ai zur Deckung bringen l£sst, oder ob noch eine 
Spiegelung ausserdem erforderlich ist. Wir wollen in 
Analogie zum zweidimensionalen Fall Symmetrie- 
operationen mit der Determinante + 1 als '  Drehungen ', 
solche mit - 1  als 'Spiegelungen' bezeichnen, wenn 
aueh die Operationen im Allgemeinen weit komplizier- 
tere Uberg~nge darstellen, als man bei diesen aus der 
Geometrie der Ebene entlehnten Ausdriicken erwarten 
mSchte. Wir haben dann den Satz: 

Eine Symmetrieoperation ist eine Drehung oder eine 
Spiegelung, jenachdem die Teilz~ihligkeit 2 darin in 
gerader oder ungerader Anzahl auftritt. 

Auf Grund dieses Satzes gibt es keine transitiven 
Spiegelungen im R~umen von mehr als einer Dimen- 
sion. Jede Spiegelung muss mindestens einmal die 
Teilz~hligkeit 2 enthalten. L£sst man diese weg, so 
erh~lt man eine Drehung in einer um 1 verminderten 
Dimensionszahl. Man erh~lt so den Satz: 

Die Anzahl der m6glichen Spiegelungen in n + l  
Dimensionen ist gleich derjenigen der Drehungen in 
n Dimensionen. 

In ungeraden R~umen mit n > 3 gibt es, wie gezeigt, 
keine transitiven Symmetrieoperationen. Jede Sym- 
metrieoperation muss hier mindestens eine Teilzghlig- 
keit 1 oder 2 haben. In Drehungen darf die Teilz~hlig- 
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keit 2 auch nur in gerader Zahl auftreten. Um die 
ungerade Dimensionszahl zu erffillen, muss mindestens 
eine Teilzghligkeit der Drehung den Wert  1 haben. 
L/isst man diese fort, so resultiert wiederum eine 
Drehung in einer um 1 verminderten Dimensionszahl. 
So ergibt sieh der Satz: 

Die Anzahl der m6glichen Drehungen in einem Raume 
ungerader Dimensionenzahl ist gleich derjenigen der 
Drehungen in dem Raum der ndichst niederen (geraden) 
Dimensionszahl. 

Aus beiden S/£tzen zusammen folgt ferner: 
In Rdiumen ungerader Dimensionszahl sind die An- 

zahlen der Drehungen und Spiegelungen einander gleich. 
In der Tabelle 4 sind die Symmetrieoperationen in 

ein, zwei, drei und vier Dimensionen, naeh Drehungen 
und Spiegelungen geordnet, zusammengestellt. 

TabeUe 4. Symmetrieoperationen in ein, zwei, drei und 
vier Dimensionen 

Dim. Drohungen Spiegehmgen 
1 1 2 
2 11, 22, 3, 4, 6 21 
3 111, 221, 31, 41, 61 211, 222, 32, 42, 62 
4 1111,2211,2222,311, 322, 411, 2111, 2221, 321, 421, 

422, 611, 622, 33, 43, 44, 63, 64, 621 
66, 5, X, 8, T 

Der Abzghlung (20) der Symmetrieoperationen in sechs 
und acht Dimensionen kann man mit Hilfe der eben ab- 
geleiteten S/~tze leicht die Aufteilung der Symmetrie- 
operationen in ffinf bis netm Dimensionen auf Dre- 
hungen und Spiegelungen entnehmen: 

5 Dimensionen: 19 Drehungen, 19 Spiegelungen, 
6 ,, 59 ,, 19 ,, 
7 ,, 59 ,, 59 ,, 
8 ,, 165 ,, 59 ,, 
9 ,, 165 ,, 165 ,, 

Eine Erweiterung der Liste ist nach den Uberlegungen 
des vorigen und dieses Paragraphen nicht schwierig. 

5. F r e i h e i t s g r a d e  u n d  G l e i t o p e r a t i o n e n  

Alle transitiven Symmetrieoperationen h6herer Z/~hHg- 
keit als 1 lassen nur den Koordinatenausgangspunkt 
invariant. Alle .fibrigen Punkte des Raumes gehen in 
neuo" Lagen fiber. Das gleiche gilt auch ffir intransitive 
Symmetrieoperationen, welche die Teilz/~hligkeit 1 
nieht enthalten. Dagegen bedeutet jede Teilz/~hligkeit 
1, dass ein Vektor im Raume der a~ durch die Sym- 
metrieoperationen nicht beeinflusst wird. Alle Punkte, 
die vom Nullpunkt aus in seiner Richtung liegen, 
bleiben invariant. Man sagt, eine solehe Symmetrie- 
operation habe einen Freiheitsgrad. Kommt die Teil- 
zghligkeit 1 nx-mal vor, so bleiben nicht nur die Punkte 
in den ~h zugehSrigen Richtungen invariant, sondern 
aueh alle Punkte, die man dureh Linearkombinationen 
dieser n 1 Vektoren erreichen kann, d.h. ein ganzer 
Unterraum yon n 1 Dimensionen. Man sehreibt einem 
solehen Symmetrieelement n 1 Freiheitsgrade zu. Die 
Anzahl der Freiheitsgrade ist deflniert als die Dimen- 
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sionszahl der invarianten Punktmenge. Sie ist gleich 
der Anzahl der Teilz/~hligkeiten 1 in der Symmetrie- 
operation. 

Die anfangs gestellte Aufgabe, alle eyklischen Grup- 
pen zu finden, die das Translationsgitter der a~ in sieh 
fiberffihren ist hiermit gelSst. In  der Kristallstruktur- 
lehre bezeichnet man aber noeh einige andere Opera- 
tionen als Symmetrieoperationen, die sich aus Dreh- 
ungen oder Spiegelungen mit  anschliessenden Parallel- 
verschiebungen zusammensetzen. Gesehieht eine solche 
Verschiebung in einer Richtung, die durch die Sym- 
metrieoperationen variiert wird, so 1/~sst sich leicht 
zeigen, dass diese Zusammensetzung am Charakter der 
Symgnetrieoperation nichts /indert. Lediglich der in- 
variante Punkt  wird aus dem Koordinatenanfang 
herausgesehoben. Dagegen entsteht ein wesentlieh 
neues Symmetrieelement, wenn die Verschiebung in 
einer invarianten Riehtung der Symmetrieoperation 
geht. Dann bleibt n~mlich kein Punkt  des Raumes 
invariant, nur der invariante Teilraum kommt als 
ganzer mit sieh zur Deekung. Eine solehe, sogenannte 
Gleitoperation ist strong genommen unendlichz/~hlig. 
Man sehreibt ihr eine endliehe Zghligkeit zu, indem 
man die Stellung des Gitters, bei der die a~-Vektoren 
wieder in ihre alto Riehtung fallen und der alte Null- 
punkt  mit einem anderen Gitterpunkt zur Deckung 
kommt, als der Ausgangsstellung identisch betraehtet. 
0ffenbar kann eine solehe Parallelversehiebung odor 
Gleitung Komponenten in jeder invarianten l~iehtung 
der Symmetrieoperation haben. Damit  naeh m-maliger 
Wiederholung der Nullpunkt wieder ganzzahlige 
Koordinaten bekommt, miissen diese Komponenten 
rationale Bruehteile k/m der Gittertranslationen mit 
dem Nenner m sein. Solehe Gleitelemente sind am 
einfaehsten zu bezeiehnen indem man den Z~hler k der 
Gleitkomponente als Index an die Teilzi~hligkeit 1 
anh/~ngt. Man erh~lt so eine Aufstellung der mSgliehen 
Gleitoperationen: 

n = 2 : 2 1 1  (Gleitlinie). 

n = 3 (Hermann-Mauguin-Symbol in Klammern) : 
2111 (a,b,c), 21111 (n)*, 2211 (21), 311 (31), 812 (39), 
411 (41), 41~ (42), 413 (43), 611 (61), 612 (62), 613 (6a), 
61a (64), 615 (65). 

n=4: 21111, 211111, 2111111; 22111, 221111; 22211; 3111, 
31~1, 31111, 31211, 3121~.; 3211, 3212, 3213, 3214, 
3215; und die entsprechenden Symmetrieopera- 
tionen mit erster Teilzghligkeit 4 und 6 und mit 
Indices die yon 1 bis 3 bzw. 5 laufen. 

Ein Vergleich mit den Hermann-Mauguin-Symbolen 

* Dass das ttermann-Mauguin-Symbol d hier nicht auftritt, 
liegt daran dass das System der a t in dieser Untersuchung 
immer einfach primitiv vorausgesetzt wurde, d.h. dass aUo 
Punkte des Translationsgitters ganzzahligo Koordinaten habon 
sollen. Benutzt man ein mehrfaeh primitives Achsensystem, 
so treten aueh gobrocheno Koordinaten fdr Gitterpunkto auf, 
und man darf von den Gleitkompononton nur noch verlangen, 
dass sio rationale Bruchteilo irgendeiner ganzen odor gobro- 
chonon Translation mit dem Nermer m sein miisson. 
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der dreidimensionalen Symmetrieoperationen legt eine 
Vereinfachung der Symbole nahe. Man kann in belie- 
biger Dimensionszahl, sofern diese nur bekannt ist, 
neben hSheren Teilz~hligkeiten alle Teilz/ihligkeiten 2 
weglassen und alle Teilz/ihligkeiten 1 durch einen Index 0 
ersetzen, an dessen Stelle bei Gleitoperationen der 
betreffende Gleitindex tritt. Besteht das Symbol nur 
aus Teilzi~hligkeiten 2 und 1, so schreibt man stets nur 
eine 2 und ftigt ftir jede 1 einen Index 0 hinzu. Die Sym- 
metrieoperationen der (18 arc) schreiben sich in dieser 
vereinfachten Form: 

n=2: 1, 20 , 2, 3, 4, 6. 

n--3:* 1, 20o, 20, 2, 30, 40, 6o, 3, 4, 6. 

n=4: 1, 2o00, 2o0, 2o, 2; 300, 30, 3; 400, 40, 4; 600, 6o, 6; 
33, 43, 44, 63, 64, 66; 5, X, 8. 

Weitere Abk/irzungen yon der Art der Symbole fiir 
Spiegel- und Gleitebenen nach Hermann und Mauguin 
werden vorteilhaft eingefiihrt, sobald man sich mit der 
Kristallographie in einer bestimmten Dimensionszahl 
besch/~ftigt. Im Rahmen der vorliegenden allgemeinen 
Untersuchungen erscheinen sie noch als unzweck- 
m/issig. 

Meinem Kollegen, Herrn S. Fliigge, danke ich fiir 
Beratung in Fragen der Nomenklatur. 

* Zu beachten ist, dass die Hermann-Mauguin-Symbole 3, 4, 
6 hier als 30, 40, 60 geschrieben werden, w/~hrend die Syrnbole 
3, 4, 6, wie sie hier gebraucht werden, bei Hermann  und 
Mauguin mit  6, 4, 3 bezeichnet werdeni  Das Symbol 3 ent- 
spricht in allen R/~umen mit  n > 2 einer 6-z/~hligen Symmetrie- 
operation, ebenso 5 fiir n > 4 einer 10-z/~hligen, 7 ftir n > 6 einer 
14-z~hligen Symmetrieoperation u.s.f. 
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The Derivation of  Atomic Co-ordinates from Planar and Linear Fourier Syntheses 
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The  choice of  p lanes  a n d  lines for c o m p u t i n g  Four i e r  syn theses  is d iscussed w i th  t he  ob jec t  of  
m in imiz ing  the  n u m b e r  of  c o m p u t a t i o n s  b y  wh ich  all t he  a t o m s  in a p l ana r  molecu le  m a y  be 
located.  F o r m u l a e  are  de r ived  for deduc ing  the  a tomic  co-ord ina tes  f rom the  posi t ions  of  m a x i m u m  
e lec t ron  dens i ty  in such genera l  sect ions a n d  lines. 

Introduction 

In order to locate an atom by three-dimensional Fourier 
syntheses it is customary to compute the electron 
density at points in a plane which, as nearly as possible, 
passes through the atomic centre; a line synthesis is 
then calculated perpendicular to the plane through the 
position of maximum electron density. In orthogonal 
systems it is usual to take a plane parallel to two 
principal axes, whereupon the line synthesis is com- 
puted parallel to the third principal axis. The position 
of maximum density in the plane gives the co-ordinates 
on the two axes parallel to the plane, and the maximum 
on the line gives the third co-ordinate. 

When the system is non-orthogonal this procedure 
cannot always be followed because, ff a section is taken 
on a plane parallel to two axes, then in general there 
will not be a simple crystallographic direction normal 
to this plane. The line synthesis must then be carried 
out along a line which is oblique to the section plane. 
The atom being assumed spherically symmetrical, its 
centre C (Fig. 1) will lie at the intersection of a line 
normal to the section plane through the maximum P 
and the plane normal to the line through the maximum 
Q. I t  is no longer possible to write down the co- 
ordinates of the atomic centre directly as the co- 

* Now at Universi ty Museum, Oxford, England.  

ordinates of the maxima in the plane and on the line. 
In the monoclinic system, for example, only (010) 
sections and [010] lines are necessarily orthogonal, and 
this may be the reason why these have been used in 

/ 
Section-plane 

Fig. 1. Section and obliqueolines. 

nearly all three-dimensional analyses of monoclinic 
crystals which have been published. I t  has been 
possible to trace only one published structure (Archer, 
1948) in which sections in another direction are used 
for a monoclinic crystal, and it is not clear in this case 
whether z co-ordinates are derived from line syntheses 
or from a series of sections at small intervals in z; the 


